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WPROWADZENIE

Rownowaga rynkowa jest stanem gospodarki, w ktgpgpyt rownoway
poda wyprodukowanych dobr i ustug [por. Begg, FiscHeornbusch, 1996;
Chiang, 1994; Varian, 2002]. Jest to stan idealnyato realny do osgniccia
w rzeczywistdci. Tym niemniej, stan taki jest bardzozpdany z punktu widze-
nia optacalnéci produkowanych towaréw. Wtedy bowiem regustje ich catko-
wita wyprzeda oraz nie ma powaych klopotow z ich magazynowaniem.
W praktyce ekonomicznej producenci, poprzez swajatdnia, zawsze zmierza-
ja do takiego stanu rownowagi. Mua oczywécie dyskutowd, czy stan ten jest
pozadany przez przeeinego konsumenta. Oczydgie z jednej strony tak, bo
wtedy nie ma griby zjawiska bezrobocia (przynajmniej nazalskak), ktore to
powodowane jest masowymi zwolnieniami wtedy, gdydoikowane towaryas
w duzej mierze niezbywalne na rynku. Wiadomo jest,dwe bezrobocie jest
przyczyry powstawania powaych nierownéci spotecznych.

Z drugiej jednak strony, rdGwnowaga rynkowa nie zzaviest paadana
przez ubasze grupy spotechstwa, bowiem nie zaeba ona producentéow do
sprzeday towaréw po niszych cenach. Tym niemniej, na pewno nie jest po-
zadany taki stan braku réwnowagi rynkowej, gdy pofst nizsza od popytu.
Stan taki powoduje duyzne i przykre reperkusje dla ubszych grup spote-
czeistwa.

Z wyzej przeprowadzonych rozwan wynika, ze z punktu widzenia intere-
sOw niemal calego spotedmdwa, stan rownowagi rynkowej jest jednak stanem
pozadanym.

W przedkiadanej pracyetiziemy rozpatryw& model rownowagi rynkowe;j
skonstruowany przy pomocy prostych r@z matematycznych, ktérych do-
starcza teoria réwmaréznicowych [zob. Agarwal, 2000; Ba§a2007; Chiang,
1994; Elaydi, 1999]. Wydaje sbowiem,ze réwnania rénicowe @ najbardziej
odpowiednie przy opisie wkszdici zjawisk ekonomicznych. Wynika toast ze
przebieg zjawisk ekonomicznych zdeterminowany g#étvnie poprzez podej-
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mowane decyzje dotygee wielkaci i jakosci produkcji. Decyzje teaswyni-
kiem dokonywanych obserwacji rynku, a w szczegéhobserwacji wielkéci
popytu i poday na tym rynku okrdonych towardw i ustug. Na podstawie tych
obserwacji podejmuje siwspomniane wiej decyzje dotycce wielkaci pro-
dukcji danego towaru. Oczyydgie decyzje te skutkaljw pewnym okresie i na
0got nie g zbyt szybko korygowane. Ewentualna korekta wyndgga dtugiego
okresu, gdy nie jest tatwo zmiedistan produkcji. W niektérych sytuacjach, jak
np. w rolnictwie, w Iénictwie itp. jest to wgcz niemaliwe.

Reasumujc, na podstawie powgzych rozwaan widzimy, ze wzajemna
gra odbywajca sé na rynku odnénie wielkasci produkcji w powazaniu z po-
pytem, przebiega przewanie w sposob skokowy, z okresu na okres. Jak wia-
domo [por. Agarwal, 2000; Chiang, 1994; Elaydi, 99&andolfo, 1971] prze-
bieg zjawisk o charakterze skokowym najlepiej ojgisse przy pomocy nakz
dzi jakich dostarcza teoria rowinadznicowych.

W pracy tej dziemy widnie realizowa takie podejcie, tzn. ldziemy
modelow& rownowag rynkowa przy pomocy teorii rownaréznicowych. B-
dziemy jednak rozpatrywssytuacje ekonomiczne na tyle proste daj sic one
opisywa przy pomocy rowna roznicowych liniowych pierwszego ¢du [zob.
Agarwal, 2000; Barig 2007; Elaydi, 1999].

Teoria takich rowni jest na tyle prostaze przedstawiana jest ona niemal
we wszystkich pozycjach bibliograficznych, ktégedorie omawiap lub stosuj.
Dlatego te nie kzdziemy tutaj podawaszczegotow tej teorii, odwolag sk do
takich wianie kshzek i podecznikow.

Warto w tym miejscu wspomnigdwniez o tym,ze niewatpliwie dos¢ duzy
wplyw na przebieg zjawisk ekonomicznych determinygh sytuagj na rynku,

a w konsekwenciji oggjanie stanu réwnowagi rynkowej, mapznego typu zjawi-
ska losowe. Do takich zjawisk zaliczamy npzmé zjawiska klimatyczne zada-

ne z pogod, jak rownie: wiele zjawisk o charakterze ekonomicznym, ktérych
wystgpienie lub intensywrig przebiegu trudno jest doktadnie przewidzie

Do pierwszej grupy zjawisk losowych, zwmanych z pogag zaliczy maz-
na np. ulewy, susze, wymarzanie zasiewoéw w wyniktych mrozoéw w zimie
w polaczeniu z matymi opadandniegu itp. Zjawiska teasszczegolnie dotkliwie
odczuwalne w rolnictwie i w tych gatiach gospodarki, ktore zaziane § z sek-
torem rolno-spgywczym.

Druga grupa wspomnianych wgj zjawisk losowych to zjawiska o charak-
terze ekonomiczno-spotecznym, takie jak zatamardeygku czy te recesje
gospodarcze w pewnych krajach, a nawet te o chawkglobalnym. Zaliczy
tutaj mazna rownie szereg konfliktow ngdzynarodowych, w tym konfliktow
zbrojnych, ktérych wyspowanie bardzo mocno wplywa na ogpkytuacg na
rynku, a w szczegoloi na zachowanie sirownowagi rynkowej. Wystarczy
tutaj, jako przyktad, wspomnieo konflikcie w Zatoce Perskiej czyzev Cie-
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sninie Ormuz. Konflikty te bardzo mocno wptyvgaja ceny wysipujace np. na
rynku paliw, co z kolei mocno wplywa na inne sektgospodarki.

W literaturze mana spotka liczne préby modelowania przebiegu zjawisk
ekonomicznych z uwzegtinieniem czynnikéw losowych [por. Boucekkine, Li-
candro, Paul, 1977; Fulford, Forrester, Jones, 2@¥ords, 2009; Wei-Bin
Zhang, 2009]. Jedna& otrzymywane w takich modelach losowe (stochastycz
ne) réwnania rinicowe g bardzo skomplikowane i mgfylko znaczenie teore-
tyczne i poznawcze. Oczywistym jege trudno oczekiwa rozwigzan takich
réwnai, a tym bardziej analizy przebiegu otrzymanych rliazeh.

Z opisanych wyej wzgkdow w pracy tej zajmujemy eitylko modelowa-
niem zjawisk ekonomicznych o charakterze skokowktore maj charakter
deterministyczny. Zjawiska takie mta z powodzeniem opisywarzy pomocy
réwnai réznicowych lub uktaddéw takich rownajzob. Agarwal, 2000; Bada
2007; Chiang, 1994; Elaydi, 1999; Fabozzi, Focak®)m, 2006; Wei-Bin
Zhang, 2009]. Jak juwyzej wspomniebmy, ograniczymy si tutaj do prostych
modeli ekonomicznych, ktdreq sopisane prostymi rOGwnaniami adicowymi.
Zwracamy natomiast da uwag na analiz przebiegu rozwezan rozwazanych
réwnan i ich interpretagj ekonomicza.

LINIOWY MODEL ROWNOWAGI RYNKOWEJ BEZ MAGAZYNOWANIA

Przedstawimy teraz tzw. model liniowy rownowagi kgwej opisany przy
pomocy roéwna réznicowych.

W tym celu zatlémy, ze rozpatrujemy rynek, na ktérym znajduje gdno
dobro konsumpcyjne. Producent tego dobra (np. medujakiegé towaru,
rolnik podejmugcy decyz¢ o wielkaici zasiewdw zbia, leSnik decydujcy o wiel-
kosci wyrebu lasu itd.) musi pod§ decyzg o wielkasci produkciji na jeden okres
(ustalony umownie) przed jej sprzeda

Zatbzmy teraz réwnig, ze cata produkcja rozwanego dobra z omawiane-
go okresu jest wystawiona na sprzedeaz,ze zadna jej cgs¢ nie ulega maga-
zynowaniu. Tego typu sytuacja ma np. miejsce w gaku produktow, ktére
szybko ulegaj niszczeniu i psuciu albo wtedy, gdy brak jest adpdnich ma-
gazyndw czy urgdzen do przechowywania wytworzonej produkcji.

Reasumujc, kedziemy zakladg ze decyzja dotyea wielkaci produkcji
jest podejmowana w-tym okresie na podstawie informacji o wystijacej
w tym okresie cenig€> na t produkcg. Produkcja ta drzie wystawiona na

sprzeda w okresie nagpnym, tzn. w okresig! +1 | a zatem &dzie mig
wplyw na poda @=x=+1 w tym okresie.
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Zaleznos¢ ta mazemy zapis@w postaci
Qam+a = [(F)
lub, po cofnéciu o jeden okres do tytu, w postaci
Qen = F(Bad, (1)

gdzief jest pewn funkcja.

Z drugiej strony, popy¥<.» w okresie o numerz& , jest réwnie funkcja ceny
w tym okresie. Zapisujemy to w nagtijacy sposéb

Qam = g(F). (2)

Dla uproszczenia naszego modelu przyjmiemy tujfunkcje orazd s
funkcjami liniowymi, tzn. ze funkcje te maj posta

fB.Y=-y+dk,,
E{F“} = {{_JGF""! ’

gdzie® 5., s3 pewnymi statymi dodatnimi.
Uwzgledniajac powyzsze zalenosci oraz to,ze wtedy

flB,_3=-v+3B,_,.
a take biomc pod uwag (1) i (2), otrzymujemy
Qem =~V +EF 4, (3)
Qen =0 — 5E, . (4)

Oczywistym wydaje si przyjecie zataenia,ze warunek rownowagi rynko-
wej w rozwaanym tutaj modelu dyskretnym rynkadzie miat posta

Qe = Qaun .
Stad oraz z (3) i (4) dostajemy
JIEFV! + I:JE'\I"E,}V!—i = ':-'-r+ ]"-
Dalej, po prostych przeksztatceniach, otrzymujemy

a+y

Bo+sF_=
n n—1 _ll?

Tl =
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W celu zapisania powsgzego rownania w tradycyjnej postaci rownaniznio
cowego liniowego rgdu pierwszego [por. Agarwal, 2000; Ban2007; Cull,
Flahive, Robson, 2005], dokonamy przesuid o jeden okres do przodu. Pro-
wadzi to do nagpujacego rownania

|

a+ Y
B

Poer+ =R = (5)

(=]

I

Otrzymane réwnanie vicowe jest rownaniem liniowym pierwszegedn
niejednorodnym, o wspoétczynniku statym. Biorpod uwag fakt, ze prawa
strona tego réwnania jest staprzewidujemy rozwizanie szczegolne tego row-
nania w postaci ggu statego» = & (1 =0,1,2,..}, Sud, po podstawieniu do
réwnania dostajemyge stata

a4+ Y

G+6

I-
K=

jest szukanym rozwkaniem szczegllnym réwnania niejednorodnego (5), tz
rozwiazanie to jest aigiem postaci

[y}

w +_| oy
V,, = — (&)
S

dan=120.1,2,..
Rozwamy teraz réwnanie uhicowe jednorodne odpowiadag réwnaniu
(5). Ma ono posta
&
Pueg + EP" =0.

Na podstawie dobrze znanych faktow [Agarwal, 2@¥ha, 2007] rozwazanie
0godlne wyej napisanego rownania ma pdsta

2

gy -
"E_}V! _C(_E) I '-.?.-'

I

gdzieC jest dowoln stah orazn =0, 1,2, .. |
taczac (6) i (7) wnioskujemyze rozwizanie ogélne réwnania zdicowego (5)
ma posta

(8)

p :C(_E)” G4y

B B+6°
Zatézmy w dalszym cigu, ze znany jest pierwszy wyraf ciagu {F.}

spetniajcego réwnanie rmnicowe (5).

Wtedy, podstawiag w (8) = 0 | dostaniemy
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_ a4y
Fu—lc'i'ﬁ_'_é.l
skad
o+¥
C=F- :
® B+6

Po uwzgtdnieniu tej rownéci w (8), mamy

a+y\f &\ a+vy o
B=(p-——L}-2) +=—=, (9)
" ( ﬁ+a)( fJ’) R

Zauwamy, ze otrzymana posta9) rozwizania réwnania ricowego (5)
generuje wielké wspotczynnikéwd i 5 wyskepujacych jako wspétczynniki
kierunkowe w funkcjach liniowych zadanych wzoramB) ( (4). Rzeczywicie,

g g
. -

=1 _
gdyby dopuci¢ mazliwosé, ze , towtedy £ , @ WieC Ciag

&)

bylby ciagiem, ktéry nie ma granicy. Malo tego, pagritego cigu o wyrazach
o numerach parzystych zmierza 48 , natomiast podag o wyrazach o nume-

rach nieparzystych zmierza dd¢® . Wtedy z (9) wnioskujemy, w zateosci od
tego, czy wyraenie

p_ o+ Y

® B+46

jest dodatnie czy ujemnee ktong z dwoch podaigéw cihgu {F.}, tzn. podeaig
ciagu {F.} o wyrazach o numerach nieparzystych lub pagciagu {£.} o wy-

razach o numerach parzystych zmierza@® i otrzymujemy sprzeczié
z faktem,ze cena przyjmuje warfoi nieujemne.
_aty
Jedynie w przypadku, gdf 5+ ¢ dostajemy rozwizanie state, dula-
ce rozwizaniem oznaczagym stan réwnowagi. Ale sytuacja taka wydaje si
zbyt wyidealizowanazeby mogta mié miejsce w rzeczywistai.

Z przeprowadzonych wgj rozwaan wynika wiec, ze wspotczynniki

orazd wyskpujace w okréleniu funkcji (3) i (4), spetniaj zalenos¢ & < 5 |

o 1
=
tZII. |E

Wtedy
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im (-2} =0
in(7) -

co implikuje, ze rozwhzanie{#.}, postaci (8) lub (9), naszego réwnanianié
cowego (5), azy do stanu réwnowagi

oty
Y

bowiem wtedy mamy:
aT+y
im B, = 2V
n—om T IG + &

Postugujc sk pojeciem stabilnéci i asymptotycznej stabildoi rozwigzan réw-
nan réznicowych [Agarwal, 2000; Elaydi, 1999] mua tatwo pokazg ze roz-
wigzanie

a+y
A
jest asymptotycznie stabilnym rozzaniem réwnania umicowego (5).

Przeprowadzone wgj rozumowanie o charakterze czysto matematycznym
pozwala wywnioskowd ze stan rOwnowagi rynkowegtizie osigany w wyni-
ku diugoterminowego cyklu produkcyjnego (opisywamegwnaniem rénico-
wym (5)), jezeli @ < § | co oznaczaze prdkos¢ zwigkszania si popytu powin-
na by mniejsza od pidkaosci wzrostu poday. Rzeczywicie, wynika to z zaleno-
sci (1), (2), (3)i (4).

Innymi stowy mana ten warunek wypowiedziav ten sposolze wzrosto-
wi poday towaru na rynku nie powinno towarzygzzbyt due zwigkszanie si
popytu na ten towar. Z punktu widzenia ekonomii egek taki wydaje giby¢
w petni logiczny i zasadny.

LINIOWY MODEL ROWNOWAGI RYNKOWEJ Z MAGAZYNOWANIEM

W dalszym cigu uogoélnimy nieco poprzednio rozpatrywany modeloz-
my mianowicie,ze na rynku znajduje sijedno dobro, ktére tym razem ueo
by¢ magazynowane. Ponadtedziemy zaktad& ze spetnione & nastpujace
warunki:

1. Wielkos¢ popytu i wielkgé poday sa, podobnie jak poprzednio, liniowymi
funkcjami ceny” , mapcymi taky posta jak w (3) oraz (4).

2. Cere dobra wystawionego do sprzeglaistala si na pocatku kazdego okre-
su po uwzgidnieniu wielkaci zasobow. Jesli w poprzednim okresie prayj
ta cena spowodowata nagromadzenie zapasow, toneehieiacy okres usta-
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la sk na niszym poziomie. Na odwro6t, 4eli zapasy w poprzednim okresie
ulegly zmniejszeniu, to cema bieacy okres ustala sina poziomie wy-
szym.
3. Cere z okresu na okres dostosowuje sdwrotnie proporcjonalnie do zaob-
serwowanych wielkéci zasobow.
Przedstawimy teraz matematygznterpretaci sformutowanych wiej za-
tozen. Ma ona postanasg¢pujacych zalenosci:

Qam = «— B, (10)

Qe =V + 05, (11)

Prss =B = 0(Qen = Qan), (12)

gdzie przyjmujemyze @ = 0, f =0, y =0, §>0 orazo =0

Wspotczynnik@ nazywa si wspoétczynnikiem dostosowywania ceny do zapa-
sow[por. Band, 2007; Chiang, 1994].

Wstawiapc zwiazki (10) i (11) do (12), otrzymujemy naptijace rownanie

réznicowe
Pory—[1-o(F+ 505, = olz +v). (13)

Jest to rGwnanie micowe liniowe pierwszego ¢du, niejednorodne, o wspot-
czynniku statym.

Biorac pod uwag fakt, ze prawa strona rownania (13) jest stata, podobnie
jak to miatlo miejsce dla réwnania aticowego (5), bdziemy przewidywéa
posta& rozwiazania szczegblnego tego réwnania jakagcstaty V= =% dla
n=1012,..  Po podstawieniu do (13) dostajemy

k—I1-0(8+ )k = ola +y).

Stad otrzymujemy
Gty

k= :
G+6

a wigc jednym z rozwgzan szczegolnych rownania (13) jesdgipostaci

Loty

Ty = =, n=20,12,.. (14)
] ﬁ"‘l:'

Rozwamy teraz réwnanie wmicowe jednorodne stowarzyszone z réwna-
niem (13), ktére ma posta

Pooy—[l-o(f+ )R, =0. (15)

Jak wiadomo z teorii réwmardznicowych [por. Agarwal, 2000; Ba£a2007;
Chiang, 1994], rozvaizanie ogo6lne réwnania (15) oma przedstawiw postaci
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F, =C[1-a(F+&)]", (16)

dlan=0,12.. gdzie jest dowoln stah.

Na podstawie twierdzenia o postaci rozzeinia ogélnego rownania aidi-
cowego liniowego pierwszego edu [Agarwal, 2000; Barsa 2007; Elaydi,
1999], bioxc pod uwag (14) i (16) otrzymujemyze rozwhzanie ogolne row-
nania r@nicowego (13) ma posia

a+y

B, :C[l—G(J-5’+c:-}]--+—IG+SJ

(17)
dlan=012 .. |

Zatdzmy dalej,ze zadany jest pierwszy wyrdz ciagu {£.}, ktdry jest roz-
wigzaniem réwnania uhicowego (13). Wtedy, podstawaajw (17)71 =10
otrzymujemy

@+
B=C .
o=t Eye
Stad wyznaczamy wartg statejC :
a+y
C=F5- .
® f+48

Uwzgledniajac wyliczom wartas¢ w (17) wyznaczamy rozwzanie rowna-
nia r&@nicowego (13) z zadanym warunkiem pgtkpwym

a+ Y

_ B B - o+
&_Ggﬁigﬁlaﬁ+aﬂ+

m ; L 18,'
dlan =012 .. .

Przeprowadzimy teraz dyskgsptrzymanego rozwiania rOwnania ri-
cowego (13) w postaci (18), bimr pod uwag realia ekonomiczne oraz interpre-
taci ekonomiczn otrzymanych wynikow.

Przede wszystkim zauway, ze wyraenie 1— o5 +38) wyskpujace
w rozwiazaniu (18), nie mze mie wartaci mniejszej od-1 | gdyz wtedy ciag

I1- o5 +5107}

zawieralby dwa podegi (podcag o wyrazach o numerach parzystych i pagci

0 wyrazach o numerach nieparzystych) ziedo+2 oraz— - Wtedy z (18)
mielibysmy, o ile tylko
a4y

hi5vs
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ze jeden z dwéch podgow ciagu =} zmierzatby do— | co jest sprzeczne
z faktem,ze cenaf: przyjmuje tylko wartéci nieujemne.
Stad otrzymujemyze wspotczynniki: &.@ musz spetni@ nieréwnaé

1-e@+d)=—1,

skad
2

G485

g < (19)

Zauwamy dalej,ze zataenie o dodatniwi wspotczynnikows. 8.0 implikuje, ze

o+ d)=0,
skad
1-olf+8)=1,

a to w pohczeniu z warunkiem (19) pozwala uzyskaerownagé
-1<1-og(+d) <1,

o ile tylko zatlaymy, ze w (19) nie zachodzi rowsa
Wtedy otrzymujemyze

lim[l-o(f+ 8" =0
[por. Band, 2007], a zatem

limB, =2 " (20)

Otrzymana w (20) zakmos¢ oznaczaze przy zateeniu,ze

2
< .
i )

a

wszystkie rozwizania rownania ricowego (13) aza do stanu réwnowagi
at+y

5+ &, Oznacza toze stan rownowagi, dolacy jednym z rozwizan réwnania
réznicowego (13), jest asymptotycznie stabilny.
W przypadku, gdy

2

T =
f+8

otrzymujemy, jak tatwo sprawdzize rozwhzanie (18) przybiera posta
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Po= (0 (RS + 5

B+d) f+d”

Rozwigzanie to ,0scyluje” z wyrazu na wyraz ¢diy liczy s a licziy

tzn. przyjmuje na przemian te (i tylko te) dwie wéci. Shd w szczegolni
otrzymujemy,ze w tym przypadku powinien Byspetniony warunek

lub, réwnowanie
LTty
.IEE = zm = G{ff + }’}.

Zauwamy, ze sytuacja opisana #§] jest raczej sytuagjmocno wyideali-
zowan. Rzeczywicie, z ekonomicznego punktu widzenia oznaczalohyédo
wspotczynnik dostosowywaniaesieny do zapaso® jest wielkacia stah, a ceny
mo przyjmowa tylko dwie wartdci, na przemian z okresu na okres.

Z drugiej strony, natone wyej zataenie,ze

o+

Bo=2573

jest zatl@eniem sztucznym.

Podsumowujc powysze rozwaania zauwzymy, ze W sytuacji, gdy do-
puszczalne jest magazynowanie towaru oraz stosugtaty wspoétczynnik do-
pasowywania cen do zapaséw, ceny towaua do pewnego, ustabilizowanego
potozenia rownowagi.

Z punktu widzenia ekonomii sytuacja taka wydajehlsic bardzo peadana,
ale mato maliwa w dtuzszych okresach. Wynika to z faktu bardzaejwtazo-
nosci zjawisk ekonomicznych.

Z drugiej strony wydaje sibardziej realne przygie zalaenia,ze wspot-
czynnik dostosowywania cen do zapaséw powinien ziaiesie z okresu na
okres, a wgc powinien by ciagiem o pewnych wiasisoiach.

Takim modelowaniem stanu réwnowagi rynkowej, opiggiwm rownaniem
réznicowym, zajmujemy giw dalszych badaniach.
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Streszczenie

Celem pracy jest opisanie pewnych modeli rownowgigkowej przy uyciu prostych row-
nan réznicowych pierwszego gdu. Rozwaa si; zaréwno model réwnowagi rynkowej bez maga-
zynowania wyprodukowanego dobra, jak i model dopzsizcy jego magazynowanie. Decyzje
dotyczce wielkdici produkcji rozwaanego dobra w tych modelach dokonuje & pocztku
pewnego okresu na podstawie danych daiyypzh popytu i podsy z okresu poprzedniego. W
pracy przeprowadza ¢sianaliz zachowania gi rozwiazan otrzymanych réwna réznicowych
nawiazujac do ich interpretacji ekonomiczne;.

Applications of Difference Equations to the Modelingof the Market Balance

Summary

The aim of the paper is to describe some modeiseomarket balance with the use of simple
difference equations of the first order. There @vasidered both a model of the market balance
without the storage and a model admitting the gmraDecisions concerning the production
amount are taken at the beginning of a time pesiodhe base of the data concerning the supply
and the demand from the preceding period. In tipeiptne analysis of the behavior of solutions of
the obtained difference equations is conducteaimection with their economical interpretation.



