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Streszczenie

W pracy stawiamy hipoteze¢ zwigzang z postacig wzordw Fussa. Hipotez¢ weryfikujemy dla
przypadkow n = 3,4,5,6. Wzory Fussa nie sg znane w jawnej postaci dla dowolnego n, wiec
hipotezy tej w obecnej chwili udowodni¢ nie mozna.

Slowa kluczowe: poryzm Ponceleta, wzory Fussa

Abstract

In this paper we state a new hypothesis on the shape of the Fuss formulas. We verify the hy-
pothesis for n = 3,4, 5, 6. The Fuss formulas are not known for all n in explicit form, therefore the
hypothesis cannot be proved at the moment.

Keywords: the Poncelet porism, the Fuss formulas

Wstep

Rozwazmy pierscien kotowy CD utworzony przez dwa okregi C i D, gdzie
okrag C jest zawarty we wnetrzu obszaru ograniczonego przez D.

Przeprowadzmy nastepujaca konstrukcje. Z dowolnie wybranego punktu
Py € D prowadzimy styczng do C. Punkt przecigcia tej stycznej z D oznaczmy
przez P;. Nastepnie z P; prowadzimy drugg styczng do C i przez P, oznaczamy
punkt jej przecigcia z D, itd. W ten sposob otrzymujemy cigg punktow
Py, Py, P,, ..., ktore sg wierzchotkami tzw. tamanej Ponceleta.

Moze si¢ zdarzy¢, ze istnieje liczba naturalna n taka, ze B, = Py. Wtedy la-
mang nazywamy zamknigta, a n-kat, ktory jest opisany na okrggu C i wpisany
w okrag D, bedziemy nazywa¢ n-katem wpisano-opisanym.

Przypomnijmy (Bos, 1987) nastepujace twierdzenie Ponceleta o zamknigciu.

52


http://dx.doi.org/10.15584/eti.2018.1.5

Twierdzenie 1. Dany jest pierscien kolowy. Jezeli na okregu zewnetrznym
istnieje punkt poczgtkowy, dla ktorego tamana Ponceleta o n bokach jest za-
mknieta, to bedzie ona zamknigta dla kazdego punktu poczgtkowego.

Przyjmijmy nastepujacg definicje.

Definicja 1. PierScieniem Ponceleta nazywamy pierscien kotowy, w ktorym
zachodzi twierdzenie Ponceleta o zamknieciu.

Scharakteryzujmy, zgodnie z (Cieslak, 2016) nastgpujace znaczenie stowa
,»poryzm”. Poryzm oznacza, ze jesli pewna wtasnos¢ zachodzi w jednym punk-
cie danego zbioru, to zachodzi w kazdym punkcie tego zbioru.

Pojecie poryzmu Ponceleta oznacza wigc, ze jesli w jakim$ pierscieniu koto-
wym istnieje n-kat wpisano-opisany, to jest on elementem catej rodziny wpisano-
-opisanych n-katow w tym pierscieniu.

Rozwazmy pierscien kotowy utworzony przez dwa okregi:

C:x?+y?=r?
oraz
D:(x —a)? + y? = R?,

gdzieO<a<R-r.

W roku 1792 szwajcarski matematyk Fuss (1792) podal wzory ustalajace
zwigzek pomiedzy promieniami okrggow tworzacych pierscien kotowy i odle-
gloscig pomigdzy ich §rodkami w poryzmie Ponceleta dlan = 4,5, 6,7, 8. Wzor
dlan = 3 podat Euler. Sg to wzory postaci:

n=3: a®> = R?> — 2rR,
n=4 (RZ _ a2)2 — ZT'Z(RZ + aZ),
n=5 rR-a)=R+a)(JR-r+a)(R—-r—a)+

++/2R(R —r — a)),

n =6 3(R? — a®)* = 4r%(R?* + a®)(R? — a?)? + 16a*r*R>.

Powyzsze wzory zostaly podane przez J. Steinera (1827; Weisstein, 2017)
w 1827 r. W dalszej czeSci pracy wzory wigzace R, r i a bedziemy nazywac
wzorami Fussa. Sg one znane w jawnej postaci dla niewielu wartosci n. Nowe
wzory Fussa zostaly podane w (Radi¢, 2010).

Metode uzyskiwania wzoréw Fussa przedstawiono w pracy (Cieslak, 2008).
Nie jest ona zbyt praktyczna. Jednakze metoda ta pokazuje, ze we wzorach Fus-
sa wystepuja tylko funkcje elementarne.

Otwierajac strong internetowg (Weisstein, 2017), modyfikowang co pewien
czas, mozemy obejrze¢ dynamiczng ilustracj¢ graficzng poryzmu Ponceleta.
Wartos¢ dydaktyczng poryzmu podkresla fakt, ze slownictwo ograniczone jest
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tylko do takich poj¢¢ szkolnych, jak okrag, styczna do okregu, tamana. Twier-
dzenie Ponceleta wypowiedziane jest w jezyku wymienionych pojeé, jest wigc
zrozumiale dla kazdego ucznia. Poryzm liczy sobie ok. 200 lat. Mimo uptywu
tak dhugiego czasu istnieje nierozwigzany do dnia dzisiejszego problem, ktoremu
poswigcona jest ta praca. Problem ten dotyczy postaci wzoréw Fussa.

Warto podkresli¢, ze w literaturze mamy wzor wigzacy omoéwione wyzej
wielkosci R, 7, a oraz n, ktéry zachodzi, gdy w pierScieniu kotowym istnieje
n-kat bedacy wielokatem Ponceleta. Wzor ten zostat podany przez Jacobiego
w XIX w. Jednak wzor Jacobiego jest niezrozumiaty dla 0s6b nieobeznanych
z funkcjami specjalnymi, ktore nie sa standardowo wyktadane na studiach ma-
tematycznych.

Autorzy chcieliby z jednej strony zapozna¢ czytelnikéw z elementarnie wy-
powiedzianym zagadnieniem zapoczatkowanym przez Ponceleta, z drugiej zas
pokaza¢, ze istnieja w matematyce problemy, ktore sg zrozumiate dla uczniow
i mogg stanowi¢ dla nich inspiracje do wtasnych poszukiwan.

Hipoteza
Rozpatrzmy poryzm Ponceleta w przypadku n = 3. W tym przypadku wzor
wigzacy r, R I a majacy postac:

a* = R?> — 2Rr,
czesto nazywany jest wzorem Eulera. Przyjmijmy oznaczenia:
T _a 1
y=% xX=7 (1)

Z nieré6wno$ci 0 < a < R — r wynika, ze
y<1-x, x>0, y > 0. (2)
Wzér Eulera ma wtedy postac:

2y =1— x? dla x € (0,1). ()

Postawmy nast¢pujacg hipoteze, ktora w sposdb oczywisty spetniona jest dla
n=3.
Hipoteza Dla dowolnego n = 3 wzor Fussa ma postaé

y(x) = (1 —x*)v(x) dla x € (0,1), 4)
gdzie
y (09 =0, (5)
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1
V(l_) = E

Przypadek n = 4
Dlan = 4 wzor Fussa jest postaci:

(R? — a®)? = 2r?(R? + a?).
Wykorzystujac podstawienie (2.1), otrzymamy:
1—x?

Ve = s

Latwo wida¢, ze rownosci (2.4)—(2.6) sa w tym przypadku spetnione.

Przypadekn =5
Wzér Fussa dla n = 5 zapiszemy w postaci:

rR_a—\/(R—r+a)(R—r—a)

R+a
+2R(R — 1 —a).

Wykorzystujac podstawienie (2.1) we wzorze (4.1), otrzymamy:

1-—
y e —EA =y =0 = JA -y — 22

Po prostych przeksztatceniach z (4.2) dostajemy:
—4xy? + (1 —x%)* = 2y(1 — x*)2(1 -y — x).
Zgodnie z naszg hipoteza poszukujemy funkcji v(x) takiej, ze
y(x) = (1 - x*)v(x).
Po podstawieniu (2.4) do (4.3) otrzymujemy roéwnos¢:
1 — 4xv?(x) = 2vV2v(xX)V1 — %1 — (x + Dv(x),
ktora krotko zapiszemy w postaci:

1—4xv? = 2V2vV1 —x/1 - (x + Dv.

(6)

(1)

®)

9)

(10)

Podniesmy rownos$é (4.4) obustronnie do kwadratu, a nastepnie otrzymuje-

my réwnanie:

16v*x? — 8v3x%2 4+ 8v3 —8v%2+1=0.

(11)
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Okazuje sie, ze v = 5 Jest pierwiastkiem rownania (4.5), a zatem jest ono

rownowazne rownaniu:
1
(Bv3x? + 4v2 —2v—1) (v — E) =0.

Wykazemy najpierw, ze rownanie stopnia trzeciego:
8v3x2+4v2-2v—-1=0 (12)
ma trzy rzeczywiste rozwigzania dla kazdego x € (0,1). W tym celu zapiszmy
(4.6) w postaci:
1 1 1
3 2 —
v +ﬁv —mv—w—o. (13)

Wykorzystujac podstawienie:
N 1
=P R
v 6x?

z (4.7), otrzymujemy rownanie:
1+ 3x2 2 4+9x% —27x*
W T Y 27 - 8x6 (14)

Wyréznik D réwnania (4.8) jest postaci:

o L(24907 —27x\F 1 (14307
4 27 - 8x°® 27\ 12x* ) °
Latwo wykazaé, ze dla x € (0,1) zachodzi nierownos¢:
(2 +9x2 —27x")? - 4(1 + 3x2)3
27% - 64x1? 363x12

Mianowniki obu ulamkow sa réwne, a przez bezposrednie przeliczenie
sprawdzamy, ze

(2 + 9x% — 27xM)2 — 4(1 + 3x2)3 < 0.

Zatem D < 0, wigc rownanie (4.6) ma trzy pierwiastki rzeczywiste dla do-
wolnie ustalonego x € (0,1).
Woprowadzmy teraz pomocniczg funkcje:
1
V27x* —22x2 -5 27x*—9x% -2 ) (15)
432x°

p(x) = < 3
16 - 3zx*

Rozwigzania rownania (4.6) majg postaé:
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4, 3x2+1 1
vy (x) = e3"p(x) +

- 4, Tz
36x462§l71'p(x) 6x
2, 3x“+1 1
26 = 3" p(x) + ———————,
36xtes™p(x) °X
) = p(0) + 3x2+1 1
ValX) = pix 36x4p(x) 6x2
Poniewaz v (1) = —%, vy(1) = —%, v3(1) = %, to v(x) musi by¢ zadane

formutg funkcji v3(x), w przeciwnym wypadku istniatyby punkty x € (0,1), dla
ktorych y(x) przyjmowalby warto$ci ujemne. Zatem
3x2+1 1 >

y(x) = (1 -x?) <P(x) + 3oxtp(x)  6x2

gdzie p(x) dane jest wzorem (4.9). UzyskalisSmy jednoczesnie spetnienie wa-
runku (2.6).

Aby wykazaé, ze spetniony jest warunek (2.5), powréémy do réwnania
(4.3).

Niech

F(x,y) = —4y*x + (1 — x?)? = 2y(1 — x?)\/2(1 — y — x).

Zauwazmy, ze
F(0 ! =0 0 ! =0
0,2) oraz 5 0,2) :

Zatem istnieje otoczenie punktu x = 0, w ktorym rownanie F(x,y) = 0 wy-
znacza doktadnie jedng funkcje uwiktang y = f(x) taka, ze f(0) = % oraz

oF 1
- (0,5)
/ _ _ 0 27 _
O
oy '2)

0.

Przypadekn =6
Dlan = 6 pierscien CD jest pierScieniem Ponceleta, jesli zachodzi réwno$é

16r*a?R? + 4r%(R* + a?)(R* — a®)? = 3(R* —a®)* = 0. (16)
Po podstawieniu (2.1) do (5.1) mamy:
16y*x% +4y?(1 +x2)(1 —x2)3 =31 —xH)* =0,
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skad

JA+x2)2+12x2 — 1 — x?

8y% = (1 —x?)? "

Zatem

VBy@) = (1 _xz)\/\/(l +x2)%2+12x%2 -1 1=

x2

S JA+x2)2+12x2 - 1,/(1 +x2)2 + 12x2 + 1 -
x? JA+x)2+12x2 +1

x?+ 14
=(1-x? - 1.
JA+x2)2+12x2+1

Wykazemy, ze spelniony jest warunek (2.5). W tym celu wprowadzimy
funkcje pomocnicza

gx) = \/(1 + x2)2 + 12x2.
Mamy

g/ (x) = (x2 + 6x + 1).

()

Funkcje y(x) zapiszmy teraz w postaci:

’xz + 14
\/§y(x) = (1 - Xz) m —1. (17)

Rézniczkujac (5.2) w przedziale (0,1), otrzymamy:

) ,x2+14
\/E_By (X)=—2X W—l

2x(g(x) + 1) — (x2 + 14)g () 1
- xZ) (g(x) + 1)? . 2 x2+14 1'
g(x)+1

skad natychmiast mamy y  (0*) = 0.
Z (5.2) otrzymujemy, ze warunek (2.6) takze jest spetniony.
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Podsumowanie

W pracy zweryfikowano hipoteze dotyczaca postaci wzorow Fussa,
w przypadku n = 3,4,5, 6.

Walor edukacyjny tej tematyki to prosta w wypowiedzi teoria. Do zrozu-
mienia problemu Ponceleta, zwanego przez specjalistow poryzmem Ponceleta,
wystarczy szkolna wiedza. Kazdy czytelnik jest w stanie wglebic si¢ w problem
nierozwigzany od ponad 200 lat. Jasno$¢ zagadnienia i brak rozwigzania moga
zacheci¢ wielu czytelnikow do interesujacych dociekan.

Literatura

Bos, H.J.M., Kers, C., Dort, F., Raven, D.W. (1987). Poncelet’s Closure Theorem. Expo. Math., 5,
313-320.

Cieslak, W., Mozgawa, W. (2016). In Search of a Measure in Poncelet’s Porism. Acta Math. Hun-
garica, 149 (2), 338-345.

Cieslak, W., Szczygielska, E. (2008). Circuminscribed Polygons in a Plane Annulus. Ann. Univ.
Mariae Curie-Skfodowska, 62, 49-53.

Radi¢, M. (2010). An Improved Method for Establishing Fuss’ Relations for Bicentric Polygons.
C.R. Acad. Sci., Paris, Ser. 1, 348, 415-417.

Steiner, J. (1827). Aufgaben und Lehrsatze, erstere aufzulosen, letzere zu beweisen. J. Reine Angew.
Math., 2, 289.

Weisstein, E.W. (2017). Poncelet-Steiner Theorem. Pobrane z: http://mathworld.wolfram.com/
Poncelet-SteinerTheorem.html (1.09.2017).



