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Obliczanie pól sprzężonych w materiale ferromagnetycznym 
Streszczenie. W artykule zaproponowano koncepcję obliczeń, pozwalających na badanie wzajemnego oddziaływania pola elektromagnetycznego oraz pola temperaturowego w środowisku magnetoprzewodu o właściwościach izotropowych. Bazując na idei interdyscyplinarnego modelowania matematycznego wykorzystano równania Maxwella oraz równania termodynamiki. Zaproponowano model matematyczny obiektu w postaci cienkiego pierścienia, skupiającego i zamykającego zmienny strumień magnetyczny. Rozwiązano numerycznie stan nieustalony oraz dokonano odpowiednich symulacji komputerowych. 
Abstract. The article proposes the concept of computations, that allow to examine interaction between the electromagnetic field and the temperature field in an isotropic ferromagnetic environment. Based on the idea of ​​interdisciplinary mathematical modeling Maxwell's equations and the equations of thermodynamics were used. Mathematical model object in the form of a thin ring, gathering and alternating magnetic flux was considered. The transient processes were numerically solved and the suitable computer simulations were carried out. (Calculations of conjugated fields in the ferromagnetic medium).
Słowa kluczowe: pole elektromagnetyczne, przewodnictwo cieplne, równanie konwekcji, metody numeryczne, pole temperaturowe. 
Keywords: electromagnetic field, heat conduction, convection equation, numerical methods, temperature field 
Wstęp


Przenikanie zmiennego w czasie strumienia magnetycznego do materiału ferromagnetyka powoduje zjawisko powstawania prądów wirowych, co wiąże się ze stratami mocy oraz nagrzewaniem się metalu. Wzrost temperatury skutkuje zmianami właściwości elektromagnetycznych, a to z kolei powoduje zmiany 
w rozkładzie pola elektromagnetycznego. Można zatem rozważać pewnego rodzaju sprzężenie pomiędzy zjawiskami elektromagnetycznymi oraz cieplnymi 
w materiale ferromagnetycznym. Skutki tego wzajemnego oddziaływania można zobrazować między innymi za pomocą odpowiednich rozkładów przestrzenno-czasowych pola temperatury magnesowanego materiału. Należy także zaznaczyć, iż wszelkie szacunki jakościowe i ilościowe są dostępne jedynie na drodze modelowania matematycznego ze względu na brak możliwości dokonania bezpośrednich pomiarów temperatury.  


W niniejszym artykule zaproponowano zastosowanie interdyscyplinarnego modelowania matematycznego do analizy efektu sprzężenia pola elektromagnetycznego oraz pola temperatury dla obiektu w postaci pierścienia ze stali elektrotechnicznej o prostokątnym przekroju poprzecznym, z nawiniętym uzwojeniem magnesującym. Zbudowano odpowiedni model matematyczny, w oparciu o równania ogólnej teorii pola elektromagnetycznego a także równania termodynamiki, z uwzględnieniem zjawisk nieliniowości. Ponadto opracowano algorytm dla rozwiązania numerycznego stanu nieustalonego oraz dokonano symulacji komputerowych w środowisku programistycznym Matlaba. 

Problematyka badania zjawisk cieplnych w materiałach ferromagnetycznych rozważana jest w literaturze 
w odniesieniu do obiektów różnej natury [1], [3], [4], [7]. Proponowane rozwiązania uwzględniają zwykle klasyczne równania strat wiroprądowych lub inne znane modele, których złożoność zależy od specyfiki problemu. Wyjątek stanowi podejście przedstawione w [5], w którym straty magnetyczne mierzone są metodą pośrednią. Prezentowany w niniejszej pracy model matematyczny uwzględnia dodatkowo równanie przewodnictwa cieplnego, przez co możliwe jest uzyskanie rozkładów przestrzenno-czasowych temperatury w materiale magnetoprzewodu.
Równania pola elektromagnetycznego

Obiektem realizowanych badań był pierścień wykonany ze stali elektrotechnicznej, z nawiniętym uzwojeniem magnesującym. Rozważając równania pola elektro​magnetycznego autorzy wykorzystali wyniki wcześniejszych swoich badań, które dotyczyły opracowania metody wykrywającej defekty uzwojenia w transformatorze 
z rdzeniem toroidalnym [2]. Przyjmując zaproponowaną tamże koncepcję opisu wektorów jak na rysunku 1 oraz korzystając z równań Maxwella, można wyprowadzić równanie pola elektromagnetycznego pierścienia w postaci: 
(1) 
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gdzie ( oznacza przewodność właściwą ferromagnetyka.
a)                                               
b)
[image: image1.wmf]
[image: image29.wmf]
Rys.1. Pierścień ferromagnetyczny z nawiniętym uzwojeniem (a), 
opis wektorów pola w cylindrycznym układzie odniesienia (b)
Do opisu zjawisk założono nieliniową charakterystykę magnesowania:
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w której ( oznacza reluktywność materiału. Zależność ta wyznacza powiązanie pomiędzy składowymi wektorów B 
oraz H, wykorzystywane przy rozwiązywaniu równania pola elektromagnetycznego. Jak wiadomo, niezbędne jest również przyjęcie odpowiednich warunków brzegowych dla równania (1), które w rozważanym przypadku wyznaczono z prawa Ampere’a: 
(3)                              
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gdzie: w – liczba zwojów,  iw – prąd magnesujący,      
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, przy czym R1, R2 to odpowiednio promień wewnętrzny i zewnętrzny pierścienia (rys. 1a). Zadając prąd uzwojenia cewki iw oraz zakładając brak zjawiska rozproszenia można rozważać wnikające w pierścień pole elektromagnetyczne, w którym cały strumień zamyka się w materiale. Należy zauważyć, iż w warunkach rzeczywistych składowe wektorów B i H mogą osiągać wartości z zakresu nieliniowej części charakterystyki magnesowania (2), co powoduje odkształcenie prądu magnesowania. Zatem przyjęcie prądu uzwojenia jako wielkości zadanej należy traktować jako uproszczenie.
Równania pól sprzężonych dla ferromagnetyka

Wnikanie pola elektromagnetycznego do materiału pierścienia będzie skutkowało powstawaniem zjawisk cieplnych, które należy rozpatrzeć w dwóch aspektach. Po pierwsze, jak wiadomo, wnikanie pola w środowisko ferromagnetyka powoduje powstawanie ognisk generacji mocy ze strony prądów wirowych, a co za tym idzie występowanie gradientów temperatury. Biorąc pod uwagę fizyczne właściwości ferromagnetyka, zjawiska cieplne wewnątrz pierścienia można rozważać na gruncie teorii przewodzenia ciepła z uwzględnieniem równania przewodnictwa cieplnego. 

Drugi aspekt dotyczy faktu, iż nagrzewający się materiał będzie przekazywał ciepło do otoczenia. Zatem należałoby rozważyć konwekcję oraz promieniowanie jako kolejne formy przekazywania ciepła, a w konsekwencji budowany model matematyczny uzupełnić o dodatkowe równania. Należy ponadto zauważyć, iż uwzględnienie zjawisk cieplnych spowoduje także modyfikację równania pola elektromagnetycznego (1). W równaniu tym przewodność właściwa nie będzie już wartością stałą, lecz będzie zmniejszać się nieliniowo wraz ze wzrostem temperatury T, zgodnie ze znaną zależnością: 
(4)                        
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gdzie To oznacza temperaturę otoczenia,  – współczynnik temperaturowy materiału, zaś 0=(T0). Na rysunku 2 przedstawiono zmiany przewodności  stali elektrotechnicznej w zakresie temperatury T=20(120oC.

[image: image7]
Rys.2. Zależność przewodności właściwej  stali elektrotechnicznej od temperatury

Na podstawie powyższej charakterystyki można zauważyć dosyć istotne zmiany przewodności właściwej nawet przy stosunkowo niewielkich gradientach temperatury, zatem zależność (4) powinna być uwzględniona w równaniu pola elektromagnetycznego (1) badanego obiektu.    

 Biorąc pod uwagę przestrzeń wewnątrz materiału pierścienia, zjawiska cieplne można opisać równaniem przewodnictwa cieplnego typu hiperbolicznego o postaci [6]:
(5)             
[image: image8.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

+

+

Ñ

=

+

t

P

P

c

c

t

T

t

T

t

r

r

l

¶

¶

¶

¶

1

2

2

2

T


gdzie: ( oznacza przewodność cieplną ośrodka przewodzącego, ( oraz c to odpowiednio jego gęstość 
i ciepło właściwe, P – gęstość mocy przetwarzanej na ciepło,  – czas relaksacji Ze względu na to, iż rozprzestrzenianie się strumienia ciepła rozważane jest 
w środowisku metalu z czasem  rzędu 10-11 s dlatego można przyjąć uproszczenie, iż przewodzenie ciepła odbywa się z nieskończenie dużą szybkością, tj. =0. 
W takim przypadku zależność (5) upraszcza się: 
(6)                                
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Efekt powstawania strat mocy związanych z przepływem prądów wirowych uzasadnia traktowanie zmiennej P jako składnika reprezentującego źródło generacji ciepła, dlatego w równaniu (6) występuje ona ze znakiem „+”. Gęstość wytwarzanej mocy  można wyznaczyć jako: 
(7)                                    
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gdzie skalar E oznacza wypadkową wartość natężenia pola elektrycznego. Biorąc pod uwagę równanie pola elektromagnetycznego (1), w którym rozważa się pochodne przestrzenne składowych wektorów B i H, a także równanie (6) należy uznać, iż temperatura T będzie funkcją współrzędnych przestrzenno-czasowych, tj: T=T(r, z, t).
Laplasjan wektora T w równaniu (6) dla rozważanego układu odniesienia będzie miał postać: 
(8)                   
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a zatem można ostatecznie sformułować równanie przewodnictwa cieplnego dla badanego obiektu jako: 
(9)      
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Jak wspomniano wcześniej, zmiany temperatury będą wpływały na wartości przewodności właściwej materiału. Biorąc pod uwagę  (8) oraz (9) można przyjąć, że  będzie funkcją zmiennych =( T, r, z, t)

W cylindrycznym układzie odniesienia z rysunku 1, pierwsze równanie Maxwella można zapisać jako: 

(10)            
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,
co oznacza, że składowe wektora E mogą być obliczone według następujących zależności:

(11)             
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Jeżeli wzory (11) uwzględnić w po lewej stronie drugiego równania Maxwella, wówczas otrzymuje się równanie (1) ale tylko wtedy, jeżeli =const. Pamiętając o tym, że rozważania dotyczą przypadku w którym przewodność zależy od czasu i przestrzeni, obliczanie rotacji wektora E prowadzi do następujących wzorów:
(12)       
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(13)       
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Ostatecznie równanie pola elektromagnetycznego 
z uwzględnieniem (12) i (13) przybiera postać:
(14)         
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Można zauważyć, że dla =const odpowiednie pochodne przestrzenne przewodności przyjmują wartości zerowe, zaś równanie (14) przekształca się do postaci równania (1). 

Rozwiązywanie równań różniczkowych cząstkowych (9) i (14) pól sprzężonych wymaga przyjęcia odpowiednich warunków granicznych. Dla równania pola elektromagnetycznego przyjęto zerowe warunki początkowe: 

(15)               
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gdzie:
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oraz warunki brzegowe podane zależnością (3). Dla równania przewodnictwa cieplnego w warunku początkowym przyjęto równomierny rozkład temperatury w materiale ferromagnetyka, tj: 
(16)                
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Należy uwzględnić, iż nagrzewający się pierścień ferromagnetyczny będzie wymieniał ciepło z otoczeniem. 
W badaniach przyjęto uproszczenie, iż wymiana będzie odbywać się jedynie poprzez zjawisko konwekcji, w którym obowiązuje prawo chłodzenia Newtona, opisujące wymianę ciepła w kierunku normalnym do powierzchni pierścienia [6]:

(17)                            
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Współczynnik przejmowania ciepła hc określa intensywność konwekcyjnej wymiany ciepła i dla gazów osiąga wartości 
z przedziału 5(500 W/(m2∙K). W ogólnym przypadku może być funkcją innych wielkości (np. temperatury powierzchni materiału). Dla uproszczenia rozważań przyjęto, że hc=const. Takie założenie poczyniono również dla temperatury otoczenia T0 w (17) przyjmując, że otoczenie pierścienia to przestrzeń nieograniczona, która może wchłonąć każdą ilość energii oddawaną przez nagrzewający się obiekt. 
Badania symulacyjne stanu nieustalonego

Równanie pola elektromagnetycznego (14) wraz 
z warunkami granicznymi (3), (15), nieliniową charakterystyką magnesowania (2), a także równanie przewodnictwa cieplnego (9) z warunkami granicznymi (16), (17) oraz nieliniową zależnością (4) stanowią model matematyczny stanu nieustalonego rozważanego obiektu. Tak sformułowane zagadnienie nie posiada rozwiązania analitycznego, dlatego uzyskanie wymaganych wielkości jest możliwe jedynie na drodze obliczeń numerycznych. 

Postać równań różniczkowych cząstkowych wskazuje, iż odpowiednie obliczenia należy zrealizować w przestrzeni dwuwymiarowej, wyznaczonej przez zmienne r oraz z. Zatem budując model numeryczny dokonano dyskretyzacji przestrzennej równań różniczkowych cząstkowych 
w oparciu o metodę różnic skończonych, rozważając siatkę węzłów jak na rysunku 3, gdzie r i z oznaczają krok dyskretyzacji odpowiednio na kierunku r i z.  Symetria układu pozwala prowadzić rozważania jedynie 
w półprzekroju magnetoprzewodu. Dobór liczby węzłów, 
a tym samym wielkość kroków r i z, powinien być uwarunkowany dążeniem do uzyskania możliwie jak największej „rozdzielczości” rozwiązania.
[image: image24.png]



 Rys. 3. Węzły dyskretyzacji przestrzennej w półprzekroju poprzecznym pierścienia ferromagnetycznego. 
Należy jednak mieć na uwadze, iż będzie to ściśle powiązane z wartością kroku dyskretyzacji czasowej 
w kontekście zapewnienia stabilności i dokładności obliczeń numerycznych.  

Dokonując dyskretyzacji czasowej równań różniczkowych cząstkowych z krokiem t wykorzystano metodę niejawną Eulera mając na uwadze, iż poszukiwane zmienne stanu charakteryzują się mocno zróżnicowaną dynamiką. Zasadnicze obliczenia sprowadzono do rozwiązywania zagadnienia warunków początkowych 
o postaci:
(18)                     
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gdzie 
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 oznacza kolumnowy wektor niewiadomych.
Obliczenia realizowano w układzie predyktor-korektor,  gdzie do roli predyktora zastosowano metodę jawną, zaś korektora - metodę iteracji prostych. Bazując na tych metodach skonstruowano odpowiedni algorytm i dokonano symulacji komputerowych dla cienkiego pierścienia ze stali elektrotechnicznej ET41 o charakterystyce magnesowania aproksymowanej funkcjami  sklejanymi: 
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oraz przewodności właściwej 0=2,0833∙106 S/m. Przyjęto rozmiary geometryczne (rys 1): R1=0.1m, R2=0.12m, a=0.01m, oraz współczynniki równań pola temperatury: =0,0021∙1/oK, =58W/(m∙oK), =7800kg/m3, hc=10W/(m2∙K), c=400J/(kg∙oK). Obliczenia zrealizowano 
w siatce przestrzennej równoodległych węzłów o liczbie M=55 i N=19 odpowiednio na kierunku osi  r oraz z.  
Przy doborze kroku czasowego, w celu zapewnienia stabilności obliczeń numerycznych, kierowano się kryterium związanym z dyfuzyjną liczbą Couranta.

Na rysunku 4 przedstawiono rozkłady przestrzenne indukcji magnetycznej B i temperatury T uzyskane 
w półprzekroju pierścienia dla wybranej chwili czasowej. Na osiach z oraz r zaznaczono węzły dyskretyzacji przestrzennej, natomiast na osi pionowej znajdują się wartości indukcji magnetycznej B (rys. 4a) oraz temperatury T (rys. 4b) wraz z dołączoną legendą.  
[image: image31.emf]0

5

10

15

20

0

20

40

60

2.0827

2.0828

2.0829

2.0829

2.0829

x 10

6

 

z

r

 

gamma[S/m]

2.0828

2.0828

2.0828

2.0829

2.0829

2.0829

2.0829

x 10

6


Rys. 4. Rozkłady przestrzenne indukcji magnetycznej (a) oraz temperatury (b) w chwili czasowej t =0,8s.  

Uzyskane wyniki symulacyjne z rysunku 4a) wskazują, iż 
w zewnętrznych warstwach materiału pierścienia występuje największa koncentracja strumienia magnetycznego, co można uzasadnić występowaniem zjawiska naskórkowości. 
Rozkład przestrzenny z rysunku 4b) wskazuje, iż w tych obszarach nagrzewanie się materiału jest intensywniejsze. 

Na rysunku 5 przedstawiono rozkład przestrzenny przewodności właściwej materiału.
[image: image32.emf]0

5

10

15

20

0

20

40

60

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

 

z

r

 

B[T]

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6


Rys. 5. Rozkład przestrzenny przewodności uzyskany w chwili czasowej t=0.8s
Zauważalny spadek wartości przewodności  występuje 
w obszarach wzrostu temperatury materiału, co jest zgodne z zależnością (4). 

Opracowany model pozwala także uzyskać przebiegi czasowe dowolnych wielkości obydwu pól, w dowolnie wybranym węźle siatki przestrzennej. Kolejny rysunek  przedstawia przebieg czasowy temperatury w węźle 
o współrzędnych M=20, N=4.
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Rys. 6. Przebieg nieustalony temperatury w wybranym węźle siatki przestrzennej
Uzyskany przebieg czasowy wskazuje, iż z upływem czasu następuje wzrost temperatury, co potwierdza opisywane wcześniej cechy zachodzących zjawisk. Należy przy tej okazji dodać, iż realizacja symulacji na komputerze klasy IBM PC jest mało efektywna ze względu na dużą złożoność obliczeniową problemu. Stąd też prezentowane w wynikach czasy symulacji – a co za tym idzie zmiany badanych wielkości – są stosunkowo niewielkie. Realizacja symulacji długotrwałych będzie wymagała zastosowania maszyn 
o dużo większej mocy obliczeniowej.   


Zaproponowana w artykule idea obliczeń może być rozwijana i udoskonalana poprzez uwzględnienie pominiętych aspektów zachodzących zjawisk czy też ich dokładniejszy opis matematyczny. Należałoby w tym zakresie uwzględnić pętlę histerezy magnetycznej, zjawisko odkształcania prądu uzwojenia, wprowadzić dokładniejszy opis zjawisk cieplnych, czy w końcu podjąć próbę rozwiązania zagadnienia dwugranicznego w celu uzyskania rozwiązań stanu ustalonego. Przewiduje się również implementację zaproponowanej idei w obliczeniach pól sprzężonych w rdzeniach pakietowanych, 
z uwzględnieniem równań w rzeczywistej strukturze laminatu. Wydaje się, iż powyższe kwestie mogą stanowić interesującą tematykę do dalszych badań.
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