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Abstrakt

Nelinearna regresia je druh regresnej analyzy, kde skimané daje su modelované funkciou,
ktora je nelinearnou kombinaciou parametrov modelu aje zavisld od jeden alebo viacero
nezavislych premennych. V prispevku uvadzame rieSenie uloh nelinearnej regresie v tabul’kovom
kalkulatore MS Excel 2013.
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Abstract

Nonlinear regression is a form of regression analysis in which observational data are
modeled by a function which is a nonlinear combination of the model parameters and
depends on one or more independent variables. In this paper we illustrate how to use the
MS Excel 2013 spreadsheet application in solving non-linear regression tasks.

Key words: non-linear regression, spreadsheet application, MS Excel.

Uvod

Predpokladajme, Ze v experimente chceme zistit, ako zavisla premenna
y zavisi od nezavislej premennej x. PoCas merania sme tieto veliCiny odmerali
n-krat s empirickymi udajmi (xq,y1), (x2,¥2), ..., (X5, ¥n). Vyjadrenie hodnoty
zavislej premennej zo znamych hodndt nezédvislych premennych sa nazyva
regresia. Regresia urCuje tvar Statistickej zavislosti. Ak zavisla premennu
vyjadrime pomocou linearneho vzt'ahu, hovorime o /inedrnej regresie. Ak zavislost’
nie je linearna, jej priebeh sa vyjadri vhodnou nelinearnou (polynomickou,
logaritmickou, exponencidlnou, atd’.) regresnou funkciou. V tomto pripade ide
0 nelinedrnej regresie.
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Nelinearna regresia

Koeficienty nelinedrnej regresnej funkcie je mozné urcit’ priamo pomocou
metddy najmensich Stvorcov, alebo nepriamo pouzitim transformacie na linearnu
regresnu funkciu.

Metdda najmensich Stvorcov vychadza z poziadavky minimalizovania suctu
Stvorcov rozdielov regresnych chyb (rozdiel medzi empirickymi a teoretickymi
hodnotami zavislej premennej y). Tato optimaliza¢nu tlohu zapiseme v nasledovnom
matematickom tvare:

n

ng = i(}"f - ¥ w;
i=1

i=1 — MIN

b

kde
y; je empiricka hodnota i-tej zavislej premenne;j,
V; je teoretickad hodnota i-tej zavislej premennej,
& je hodnota i-tej regresnej chyby,
w; urCuje vahu i-teho merania, obvykle uvazujeme konstantnu vahu (w; = 1).
Rovnica regresnej krivky je teda vypocitana tak, aby sucet Stvorcov
vertikalnych vzdialenosti jednotlivych bodov (x;,y;) z vyberového suboru od
nej bol minimalny [Klucka 2009].

RieSenie tlohy nelinearnej regresie

Uloha: Konatel' firmy pravidelne sleduje tyzdenné trzby a vynalozené
naklady na reklamu. Ked’ze predpoklada zavislost’ medzi tymito ukazovatel'mi,
chce odhadnut’ funkciu modelujliicu tato zavislost. Zistené tyzdenné udaje st
uvedené Vv tabul’ke:

trzby (EUR) 1100 1700 2600 2400 2300 2900 400
naklady (EUR) 390 490 760 680 590 910 340
trzby (EUR) 3200 3300 3100 3200 3000 3700 3300
naklady (EUR) 1160 1410 1490 1050 990 1710 1440

a) modelujte priebeh zavislosti tyzdennych trzieb od nakladov na reklamu
kvadratickou (parabola druhého stupna), exponencialnou a logaritmickou
regresnou funkciou,

b) rozhodnite, ktory z tychto modelov najlepsie charakterizuje priebeh zavislosti
trzby od nakladov na reklamu!

RieSenie 1:

a) Spustime tabul'kovy kalkulator MS Excel 2013, a postupne vlozime hodnoty

zavislych (trzby — stipec Y, oblast B2:B15) anezavislych premennych

195



(naklady na reklamu — stipec X, oblast’ C2:C15). Udaje zobrazime pomocou
bodového grafu, kde na ktoromkol'vek bode klikneme pravym tlacidlom mysi
a v ponuke vyberieme Pridat’ trendovi spojnicu. V objavenom dialogovom
okne najprv zvolime polynomicka regresiu s poradim 2 a zaSkrtneme
Zobrazovat v grafe rovnicu a Zobrazit' v grafe rovnicu spolahlivosti R?. Na
grafe (obrazok 1) sa objavi rovnica regresnej paraboly (y = —0,0022x2 +
6,3316x — 1025,4) a koeficient determinacie (R? = 0,93), pomocou ktorého
mozno posudit’ ako dobre regresnd krivka vysvetluje variabilitu udajov. Jeho
hodnota udava, ze 93,0% vzrastu tyzdennej trzby je zavisly od vzrastu
nakladov na reklamu.
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Obrazok 1. Graf a rovnica regresnej kvadratickej krivky

V druhom kroku si vytvorime d’al$i bodovy graf, kde priddme exponencialnu
trendovii spojnicu (obrazok 2). Jej rovnica je y = 871,04 e%001%; R2 = (,56.
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Obrazok 2. Graf a rovnica regresnej exponencialnej krivky
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Uvedeny postup opakujeme eSte raz a vytvorime si treti bodovy graf
s logaritmickou trendovou spojnicou, na ktorom zobrazujeme rovnicu regresnej
logaritmickej krivky (obrazok 3). Jej rovnica je y = 1739,1Inx —9156,1;
R? =0,9128).
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Obriazok 3. Graf a rovnica regresnej logaritmickej krivky

b) Na zaklade dosiahnutych vysledkov mézZeme konstatovat’, Ze z uvedenych
troch nelinearnych regresnych modelov priebeh zavislosti trzby od nakladov
na reklamu najlepsie charakterizuje kvadraticka regresna funkcia.

Riesenie 2: Predchadzajuce rieSenie ma nevyhodu, Ze pomocou neho nevieme
otestovat’ nulové hypotézy o vhodnosti regresného modelu a 0 vyznamnosti
regresnych koeficientov. Aby sme tieto testy mohli urobit’, je potrebné nelinearnu
regresnu funkciu transformovat’ na linearnu regresni funkciu zavadenim funkénych
vzt'ahov medzi regresnymi koeficientmi. Pokladame za doélezité zdoraznit, Ze
nie vSetky nelinearne funkcie je mozné prepocitat’, len tie ktoré su linearne
v koeficientoch.

1) Kvadraticku regresnu funkciu zapiSeme v tvare
y = a;x? + a;x + ay,

kde ag, a;, a, st regresné koeficienty. Po substiticii u = x? dostaneme linearnu
regresnu funkciu
y =au+a;x+ag.
2) Exponencidlnu regresnii funkciu zapiSeme v tvare
a,x
Ll

Yy = aqpe

kde ag, a, su regresné koeficienty. Rovnicu na oboch stranach linearizujeme
prirodzenymi logaritmami a po upravach dostaneme rovnicu
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Iny =Inay + a;x.
Po substitacii u = In y, dostaneme linearnu regresnu funkciu
u=Ina, + ax.

Upozoriiujeme, Ze linedrna regresna funkcia ma v tomto pripade novy regresny
koeficient, a je potrebné zo zisteného koeficienta a = Ina, transformovanej
regresnej funkcie spitne prepocitat’ odhad pévodného koeficienta (ay = e?).

3) Logaritmicku regresnu funkciu zapiSeme v tvare
y=a;Inx+ay,

kde ag, a, st regresné koeficienty. Po substittcii u = In x dostaneme linearnu
regresnu funkciu

y =au+ag.

a) Spustime tabul'kovy kalkulator MS Excel 2013, a vlozime hodnoty zavislych
(trzby — stipec Y, oblast B2:B15) anezavislych premennych (naklady na
reklamu — stipec X, oblast C2:C15). Potom dopo¢itame stipec hodnét X2
(oblast D2:D15, ktorti budeme potrebovat’ pre vypocet rovnice paraboly),
stipec hodnét In Y (oblast E2:E15, ktorti budeme potrebovat’ pre vypodet
rovnice exponencialy) a stipec hodnét In X (oblast F2:F15, ktor(i budeme
potrebovat’ pre vypocet rovnice logaritmickej krivky).

Regresnu analyzu vo vsetkych troch pripadoch realizujeme prostrednictvom
volby Udaje — Data Analysis, a Vv objavenom dialégovom okne zvolime
Regresiu (Regression). Po stlaceni tlac¢idla OK sa dostaneme do d’alSicho
dialégového okna (obrrazok 4), v ktorom sa definuju vstupné tdaje.

Regression l 2 &]
Input
— 0K
Input ¥ Range: 5C52:5C511 R
-
Input X Range: 5B52:56511 £
X Pomocnik
| Labels Constant is Zero
Confidence Level: a5 %
Qutput options
@ Qutput Range: SES3 3

Mew Worksheet Ply:
Mew Workbook
Residuals

Residuals Residual Plots
Standardized Residuals iLi i

Mormal Probability
Mormal Probability Plots

Obrazok 4. Dialégové okno Regression
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1) Kvadraticka regresna funkcia. Do policka Input Y Range zadavame oblast’
zavislej premennej Y (B2:B15) a do policka Input X Range oblast’ nezavislej
premennej X a dopogitany stipec hodnot X? (C2:D15). Ak tidaje zaddvame aj
S nazvami premennych, oznac¢ime checkbox Labels (Popisky). V tomto okne
mame moznost’ menit’ hladinu spolahlivosti (Confidence Level), MS Excel
2013 standardne ponuka 95%. Dalej je doleZité oznadit vystupni oblast’
(Output Range) agraf regresnej priamky (Line Fit Plots). Spracovanie
potvrdime tlac¢idlom OK a dostavame nasledovny vystup (obrazok 5):

Parabola
SUMMARY QUTPUT
Regression Statistics
Multiple R 0.964820282
R Square 0.930878176
Adjusted R Square  0.918310571
Standard Error 268.0834635
Observations 14
ANOVA
df 55 MS F Significance F

Regression 2 10646586.68 5323293 74.06966 4.14843E-07
Residual 11 790556.1777 71868.74
Total 13 11437142.86

Coefficients Standard Error  tStat  P-value  Lower95%  UpperS85% Lower 95.0% Upper 95.0%
Intercept -1025.398289  404.8880573 -2.53255 0.027847 -1916.5508594 -134.245683 -1916.55089 -134.245683
X Variable 1 6.331594933 0.91067062 6.952673 2.41E-05 4.327222413 8.335967452 4.327222413 8.335967452
X Variable 2 -0.002236677 0.00044943  -4.9767 0.000418 -0.003225866 -0.00124749 -0.00322587 -0.00124749

Obrazok 5. Vystup regresnej analyzy 1

Vystup regresnej analyzy sa sklada z troch cCasti. V prvej st vysledky
korela¢nej analyzy. Hodnota korelaéného koeficientu R (Multiple R) je 0,96,
teda sa jednd o vysoky stupen tesnosti vztahu medzi tyzdennymi trzbami
anakladmi na reklamu. Hodnota R? (R Square) je hodnota koeficientu
determinacie. Upraveny koeficient determinacie (AdjustedR Square) zohladfiuje
aj pocet merani a poc¢et odhadovanych parametrov. Chyba strednej hodnoty
(Standard Error) je standardna chyba odhadu regresnej priamky. V poslednom
riadku tabul’ky je uvedeny rozsah stiboru (Observations).

V casti analyza rozptylu (ANOVA) sa testuje nulova hypotéza (navrhnuty
regresny model nie je Statisticky vyznamny) oproti alternativnej hypotéze
(navrhnuty regresny model je Statisticky vyznamny). Na vyhodnotenie tohto
tvrdenia slazi F test. Ked’ze vyznamnost’ F (Significance F) je v tomto pripade
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0,000 < 0,05, testovanti nulovli hypotézu zamietame, ¢o znamena, ze navrhnuty
regresny model je vhodny.

V tretej Casti vystupu s uvedené hodnoty koeficientov regresnej funkcie
(ap = —1025,4, a; = 6,3316 a a, = —0,0022) atestuju sa nulové hypotézy
0 vyznamnosti tychto koeficientov, pricom nulova hypotéza tvrdi nevyznamnost’
prislusného koeficienta a alternativna hypotéza jeho vyznamnost. Ked’ze pre
vsetky pripady je hodnota P < 0,05, testované nulové hypotézy o vyznamnosti
regresnych koeficientoch zamietame. V poslednych dvoch stipcoch st uvedené
hranice 95%-nych intervalov spol'ahlivosti pre jednotlivé koeficienty.

2) Exponencialna regresna funkcia. Do policka Input Y Range zadavame
oblast’ dopo&itaného stipca hodnét In Y (E2:E15) a do policka Input X Range
oblast’ nezavislej premennej X (C2:C15). Vyhodnotenim nulovych hypotéz
0 vhodnosti tohto modelu a vyznamnosti regresnych koeficientov sme zistili,
ze model je vhodny a regresné koeficienty su Statisticky vyznamné (obrazok 6).
Z hodnoty zisteného koeficienta a = 6,7696 transformovanej regresnej funkcie
odhad povodného koeficienta prepo¢itame nasledovne: ay = e* = 871,0355).

Exponencidlna krivka
SUMMARY OUTPUT

Regression Statistics

Multiple R 0.748492818
R Square 0.560241493
Adjusted R Sguare  0.523594957
Standard Error 0.411920677
Observations 14
ANOVA
df 55 Ms F Significance F
Regression 1 2.593996964 2.583937 15.2877 0.002072438
Residual 12 2.036143731 0.165679

Total

=

3 4.630140655

Coefficients Stondord Error  tStat P-value  lower95%  Upper95% Lower95.0% Upper95.0%
Intercept 6.769682723  0.272145846 24.8752 1.08E-11 6.176727863 7.362637583 6.176727863 7.362637583
In(Y) 0.00101594  0.000259835 3.909945 0.002072 0.000443809 0.001582071 0.000445809 0.001582071

Obrazok 6. Vystup regresnej analyzy 2

3) Logaritmicka regresna funkcia. Do policka Input Y Range vloZime adresu
oblasti zavislej premennej Y (B2:B15) a do policka Input X Range adresu
oblasti dopocitanych hodnot In X (F2:F15). Na zéklade vystupu (obrazok 7)
mdzeme skonstatovat’, Ze aj tento model je vhodny a regresné koeficienty st
Statisticky vyznamné.
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Logaritmickd krivka
SUMMARY OUTPUT

Regression Stalistics

Multiple R 0.955429522
R Square 0.912845571
Adjusted R Square  0.305582702
Standard Error 288.2125455
Observations 14
ANOVA
df 55 MS F Significance F
Regression 1 10440345.2 10440345 125.6866 1.02785E-07
Residual 12 996797.6569 83066.47
Total 13 11437142.86

Coefficients Standard Error tStat  P-value  Lower 95%  Upper95% Lower 95.0% Upper 95.0%
Intercept -9156.085757  1050.174619 -8.71863 1.54E-06 -11444.21969 -6867.95182 -11444.2197 -6867.95182
In{X) 1739.094835 155.1235009 11.21101 1.03E-07  1401.10889 2077.080781 1401.1088% 2077.080781

Obrazok 7. Vystup regresnej analyzy 3

b) Vyber najvhodnejSieho modelu urobime porovnanim hodnét koeficientov
determinacie R2. Tato hodnota je najvyssia v pripade kvadratickej regresne;
funkcie, preto parabola druhého stupiia je najvhodnej$ia na vysvetlenie
zavislosti medzi tyzdennymi trzbami a nakladov na reklamu.

Zaver

Na zaklade vyssie spomenutého mézeme skonstatovat’, ze tabul’kovy kalkulator
MS Excel 2013 je vhodnym nastrojom na rieSenie tloh nelinearnej regresie bez
pouzivania hlbsich poznatkov z matematicke;j Statistiky.
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