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Streszczenie

W artykule przyblizone zostaly zasady dziatania, podstawowe funkcje i mozliwosci interak-
tywnego programu GeoGebra, ktory wspomaga nauczanie matematyki. Program ten doskonale
nadaje si¢ dla ucznidw i nauczycieli, ktorzy chca uatrakcyjni¢ prowadzone przez siebie zaj¢cia.
Dziatanie i mozliwosci aplikacji zostaly poparte rozwigzaniami kilku przyktadéw (z réznych
poziomdw ksztalcenia) wraz z odpowiednim komentarzem.
Stowa kluczowe: uczen, proces ksztalcenia, nauczyciel, edukacja matematyczna, GeoGebra.

Abstract

The article outlines the operating principles, the basic functions and the possibilities of interac-
tive GeoGebra program, which supports the teaching of mathematics. This program is ideal for
students and teachers who want to enhance their lessons. The operation and application possibili-
ties are supported by the solutions of some tasks (from different levels of education) along with
appropriate commentary.
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Wstep

Edukacja matematyczna w procesie ksztalcenia kazdego spoleczenstwa zaj-
muje kluczowe miejsce. Nie inaczej jest rowniez w Polsce. Jest to catkowicie
zrozumiale, gdyz znajomos$¢ matematyki umozliwia rozwijanie umiejg¢tnosci
analitycznego i logicznego myslenia, ktore mozna wykorzysta¢ kazdego dnia.
Nalezy takze podkresli¢, ze zastosowanie matematyki w wielu dziedzinach nau-
ki jest swego rodzaju czynnikiem przyspieszajacym postep cywilizacyjny. Spora
grupa wynalazkow i osiagni¢¢ w innych dziedzinach nauki postuguje si¢ apara-
tem matematycznym, bez ktdrego nie mogtyby powsta¢. Warto tez podkreslic,
ze matematyka jest nauka, ktora pokonuje bariery jezykowe. Jej jezyk jest zro-

178


http://dx.doi.org/10.15584/eti.2016.3.27

zumiaty dla wszystkich osob na calym $wiecie, poniewaz wykorzystuje uniwer-
salny jezyk cyfr i znakow. W matematyce liczg si¢ fakty, wszystko poparte jest
dowodem, a nie przewidywaniami i badaniami, ktore czgsto sa obcigzone bte-
dami pomiaru [Nowak 2013: 114].

Niekwestionowana utylitarno$¢ matematyki oraz niezaprzeczalny fakt, ze
jest to przedmiot sprawiajacy duze trudnosci uczniom, to jedne z powodow
stworzenia programu komputerowego GeoGebra. Program ten ufatwia nauke
i nauczanie matematyki. Znajduje zastosowanie na wszystkich poziomach edu-
kacji, poczynajac od szkoty podstawowej, a konczac na szkole wyzsze;j.

GeoGebra jako program komputerowy wspomagajacy ksztalcenie
matematyczne

Dynamiczny rozwo6j nowoczesnych technologii informatycznych oraz po-
stepujaca komputeryzacja powoduja, ze ro$nie zapotrzebowanie na innowacyjne
formy nauczania matematyki. Jedng z nich jest nauka matematyki z wykorzysta-
niem program GeoGebra. Program ten mozna wykorzystywa¢ zarbwno w nau-
czaniu matematyki w procesie ksztatcenia, jak i w trakcie samodzielnego uczenia
sie. GeoGebra znacznie utatwia nauczycielowi przekazywanie abstrakcyjnych
tresci swoim uczniom. Dzigki temu ma on szans¢ ze swoim przekazem dotrze¢
do wigkszej liczby uczniow. Zarowno uczniowie zdolni i ambitni, jak i ci
0 mniejszych umiej¢tnosciach moga skorzysta¢ w procesie ksztatcenia z mate-
riatdw przygotowanych przez nauczyciela w GeoGebrze.

Dla ucznidow szczegdlnie uzdolnionych matematycznie GeoGebra moze sta-
nowi¢ poglebienie wiedzy szkolnej, a ponadto umozliwia przej$cie na wyzszy
poziom myslenia abstrakcyjnego m.in. przez taczenie réznych dziatow matema-
tyki, np. geometrii z algebra. Przedstawianie zagadnien matematycznych w spo-
sob graficzny czy tez taczenie réznych dziedzin, a takze uatrakcyjnienie formy
prezentacji materiatu moze pozwoli¢ uczniom stabszym zintegrowaé rozlegta
wiedze matematyczng i poglebi¢ jej zrozumienie [Winkowska-Nowak, Hohen-
warter, Zdrodowska 2011: 14].

Nauczyciel, wykorzystujac GeoGebre podczas lekcji, sprawia, ze zajecia
staja si¢ ciekawe i atrakcyjne dla uczniéw. Dzigki temu uczniowie poznajg ma-
tematyke od nieco innej strony. Wykorzystujac ten program, mozne on zaintere-
sowaé uczniéw i zainspirowa¢ ich do samodzielnego rozwigzywania réznego
rodzaju zadan i problemow z zakresu matematyki. Jednak matematyk powinien
dotozy¢ wszelkich staran, aby uczniowie nie pogubili si¢ w zawito$ciach opro-
gramowania. Ponadto ma umiej¢tnie rozbudzaé¢ ciekawo$¢ uczniow szczegdlnie
zainteresowanych poprzez wskazanie im nowatorskich rozwiazan istotnych pro-
blemow matematycznych. Dlatego tez samodzielnie musi umiej¢tnie obstugiwaé
program i potrafi¢ tworzy¢ materialy dydaktyczne dla uczniow lub tez mieé
dostep do bazy udostepnionych przez innych uzytkownikow GeoGebry apletow.
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GeoGebra popularnos$¢ zawdzigcza swoim niewatpliwym zaletom, ktore
zostaly zebrane w ponizszych punktach [Pobiega, Skiba, Winkowska-Nowak
2014: 9-10]:

— jest darmowa,

— jest dostgpna w wielu jezykach, w tym w jezyku polskim,

— jest tworzona przez programistow, nauczycieli, matematykow oraz samych
uzytkownikow,

- mozna ja zainstalowa¢ na roéznych systemach operacyjnych (Windows, Li-
nux, Mac),

— mozna j3 uzywac na réznych urzadzeniach (komputery, tablety, smartfony),

— rozwija konotacje matematyczne pomig¢dzy réznymi dzialami matematyki

(algebra, geometria, analiza matematyczna, statystyka itp.),

— integruje rozne sposoby wizualizacji obliczen (rownania, wykresy, tabele),

— jest prosta w obstudze i przyjazna dla uzytkownika,

— jej pliki moga by¢ przesytane do sieci jako tzw. aplety,

— utworzone rozwigzania mogg by¢ eksportowane do réznych formatow (png,
pdf, eps, svg, emf lub jako animowany gif),

— wspolpracuje z arkuszem kalkulacyjnym,

— moze by¢ uzywana przez ucznidéw wszystkich typow szkot, w tym wyzszych,

— jest czesto aktualizowana.

Pierwsze kroki w GeoGebrze'

W momencie uruchomienia GeoGebry pojawia si¢ gtéwne okno programu
z domys$lnym uktadem widokdw: Widokiem Algebry (pokazuje wszystkie obiekty
i zwigzki algebraiczne zachodzace pomiedzy nimi) i Widokiem Grafiki (zawiera
wizualizacj¢ tworzonych obiektow). Opcjonalnie uzytkownik moze wywotaé
rowniez: Widok Grafiki 2, Widok Grafiki 3D oraz Widok Arkusza. Ponadto
W gornej czesci okna znajduje si¢ Pasek Narzedzi, ktory zawiera 12 przyrzadow
umozliwiajgcych tworzenie r6znego rodzaju konstrukcji. W dolnej cze$ci ekranu
umiejscowione jest Pole Wprowadzania, ktore umozliwia wpisanie danych
z klawiatury.

GeoGebra pozwala na rozwigzywanie wielu probleméw w sposob algebraicz-
ny i graficzny, jak réowniez w komorkach arkusza kalkulacyjnego dostepnego
w Widoku Arkusza. W Polu Wprowadzania mozna wpisywaé¢ dane z klawiatury.
Mogg to by¢ liczby, rownania, wyrazenia arytmetyczne oraz polecenia, ktére moz-
na wpisywac bezposrednio w Polu Wprowadzania w oparciu o liczby i zmienne.
Sktadnia polecenia wy$wietla si¢ po wpisaniu poczatkowych liter, gdyz GeoGebra
stosuje system tzw. autouzupehiania polecen. Wprowadzane dane kazdorazowo
nalezy zatwierdzi¢, wciskajac klawisz Enter [Weglinska 2014: 12-13].

1 W niniejszym artykule przedstawione zostaty funkcje i mozliwosci programu w wersji 5.0.
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Program ten jest interaktywny, co powoduje, ze jakiekolwiek wprowa-
dzone zmiany na obiekcie w jednym z widokdéw pokazujg si¢ w pozostatych
widokach, gdyz reprezentacje obiektow sg ze sobg dynamicznie powigzane.
Przygotowujac dynamiczne wizualizacje, nalezy postuzy¢ si¢ suwakiem, ktory
umozliwia zmian¢ warto$ci poszczegolnych parametrow.

Przyklady zastosowan GeoGebry w procesie ksztalcenia

Omawiajac wlasnosci funkcji kwadratowej f(x) = ax® + bx + ¢ podczas zajeé,
mozna przygotowac interaktywne wizualizacje dla uczniow. Owa interaktyw-
nos¢ bedzie polegala na mozliwosci zmiany wspotczynnikow a, b i ¢ przez
ucznidow. Dlatego po wpisaniu wzoru ogdlnego funkcji kwadratowej w Polu
Wprowadzania nalezy wstawi¢ 3 suwaki, dla kazdego parametru z osobna. Aby

wstawi¢ suwak, wybieramy narze;dzie Z Paska Narzedzi i Klikamy w miejscu
potozenia suwaka w Widoku Grafiki. Podajemy jego nazwe, np. @, zakres warto$ci
(minimum i maksimum), jakie powinien osiagaé, oraz krok zmiany wartosci
i szeroko$¢ suwaka. Mozna zmienié¢ takze inne jego wiasciwoscei, np. kolor.

a=-1
° 3, .
1 b=1
+ 2 o,
c=3
b=3 ) S
° ¢ y=-X?+x+3
y=x2+ 3)4( -2 g'z 3 2 7 . o 7 3 3 ) 5 5
¢ -5
Rysunek 1. Wykres paraboli dla Rysunek 2. Wykres paraboli dla
a=-1,b=3ic=-2 a=-1,b=1ic=3

Na rysunkach 11 2 zwizualizowane zostaty parabole w zalezno$ci od wspot-
czynnikow a, b i ¢, dla ktérych ustawione zostaty suwaki. Uczniowie, przesuwa-
jac suwaki, zmieniajg wartosci wspolczynnikow. Konsekwencja tego jest zmiana
ksztattu wykresu, co pozwala uczniom na zauwazenie pewnych prawidlowosci.
Jedna z nich jest to, ze jesli a > 0 (rysunek 1), to ramiona paraboli sg skierowane
do géry, natomiast gdy a < 0 (rysunek 2), to ramiona sg skierowane do dotu.

GeoGebra doskonale nadaje si¢ do rozwigzywania zadan z zakresu geome-
trii analitycznej. Jednym z takich zadan jest wyznaczanie $rodka cigzkosci tréj-
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kata. Zadanie to rozwigzywane standardowa metoda sktada si¢ z kilku etapoéw

i jest niezwykle czasochtonne:

1) wyznaczenie srodkow bokow trojkata (wystarczg tylko dwa),

2) wyznaczenie rownan srodkowych trojkata,

3) wyznaczenie punktu ciezkosci trojkata, ktory jest punktem przecigcia sig
srodkowych; W tym celu nalezy rozwigza¢ uktad rownan.

Rysunek 3. Wyznaczanie §rodka ciezko$ci tréjkata w GeoGebrze

Z wykorzystaniem GeoGebry schemat postepowania jest analogiczny z tg
roznica, ze obliczenia za uzytkownika wykonuje komputer. Najpierw wprowa-
dzamy wspotrzedne wierzchotkow trojkata, a nastepnie wyznaczamy jego srodki

bokéw, wykorzystujac do tego narzedzie .~ ($rodek), ktore jest dostepne po

rozwinigciu narzedzia (nowy punkt) z paska narzedziowego. Kolejnym kro-
kiem jest wyznaczenie rownan srodkowych, ktéore GeoGebra wyznacza poprzez

wywotania narze¢dzia (prosta przechodzaca przez dwa punkty). Na koniec
nalezy wyznaczy¢ $rodek cigzkoSci trojkata jako punkt przecigcia dowolnych

dwoch srodkowych — robi si¢ to poprzez wybranie narzedzia M — punkt
przecig¢cia. Wizualizacje tego postepowania ilustruje rysunek 3.

GeoGebra stale si¢ rozwija. Dzigki wyposazeniu jej w funkcje grafiki 3D
wizualizacja funkcji dwoch zmiennych stata si¢ niezwykle prosta. Zaczynamy
od wpisania wzoru funkcji, a nastepnie musimy wywota¢ Widok Grafiki 3D
I mamy juz gotowy wykres, ktory mozemy obraca¢ wokot kazdej osi (rysunek 4).
Ta funkcja jest bardzo uzyteczna zwlaszcza podczas nauki na uczelniach wyz-
szych.

2 Najprostsza metoda jest skorzystanie z gotowego wzoru na $rodek ciezkosci trojkata.
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Rysunek 4. Wykres funkcji f(x,y) = x2 +y2 -2

Podsumowanie

W epoce spoteczenstwa informacyjnego rozwdj jest mozliwy tylko w opar-
ciu o nowe technologie. Dlatego tez w procesie ksztalcenia nalezy korzystac
Z innowacyjnych rozwigzan. Jednym z nich jest wykorzystanie interaktywnego
programu GeoGebra w edukacji matematycznej. Dzigki niemu zmienia sig¢
postrzeganie matematyki przez uczniéow i studentow. Ponadto umozliwia on
uzupehienie wiedzy i ksztatcenie umiejetnosci z zakresu matematyki na indy-
widualnym poziomie uzytkownika. Wprowadzenie innowacyjnych sposobow
przyswajania wiedzy oraz zdobycie umiejetnosci obstugi programu GeoGebra
rozwija kreatywnosc¢, pobudza do tworczego myslenia oraz poglgbia zaintereso-
wania, niekoniecznie matematyczne, umozliwiajagc tym samym wszechstronny
rozwo0j zdolnosci ucznidow i studentow.
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