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Streszczenie 
 

Artykuł dotyczy zdecentralizowanego podejścia do syntezy estymacji 
stanu obiektu złożonego poprzez rozdzielenie problemu optymalizacyjne-
go na podproblemy o mniejszej wymiarowości. Główna idea metody 
polega na przyporządkowaniu podobiektom indywidualnych wskaźników 
jakości i prowadzeniu syntezy estymatorów w sposób sekwencyjny. 
Wzmocnienia filtru złożonego wyznacza się rozwiązując problemy małej 
wymiarowości (wymiarowość podobiektów). Uzyskuje się strukturę 
odpowiadającą lokalnemu, klasycznemu filtrowi Kalmana oraz sprzężeń 
skrośnych. 
 
Słowa kluczowe: systemy złożone, równania dynamiki, gra Nasha, rów-
nanie Riccatiego, równanie dwuliniowe. 
 

Synthesis of estimators for objects with  
a serial structure 

 
Abstract 

 
The paper concerns the presentation of a certain approach, in which  
decentralization of calculations associated with the synthesis of object 
state estimation is presented. It is realized by dividing the optimization 
problem into sub-problems of smaller dimensionality. For this purpose,  
a differential Nash game for objects with a serial structure was utilized. 
The main idea of the method is to assign individual quality indicators to 
each sub-object and to carry out the synthesis of estimators in a sequential 
manner, starting with the last sub-object. Implementation of the estimation 
process requires knowledge about the measurements of the individual  
sub-objects. Parameters of local controllers are calculated based on the 
individual Riccati equations for sub-objects. Strengthening cross-linkage 
connections was established based on the solutions of certain bilinear 
equations. The presented method leads to a structure that fits the local 
classical Kalman filter and cross-coupling. 
 
Keywords: complex systems, dynamics equations, Nash game,  Ricatti 
equation, bilinear equations. 
 
1. Wstęp 
 

W niniejszym artykule przedstawiono pewną ideę, w której dą-
ży się do decentralizacji obliczeń, związanych z syntezą estymacji 
stanu przez rozdzielenie problemu optymalizacyjnego na podpro-
blemy o mniejszej wymiarowości. Rozważa się obiekty o strukturze 
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szeregowej. Rozumie się przez to układy, w których każdy podo-
biekt wpływa tylko na następny. Przykładami mogą być różnego 
rodzaju linie technologiczne, np. ciągi walcownicze, piece wielo-
sekcyjne, zespoły reaktorów chemicznych a także pewne procesy 
nietechniczne, np.: autostrada, czy rzeka niosąca zanieczyszcze-
nia. 

 
2. Filtr sekwencyjny 
 

Synteza zadania filtracji obiektami złożonymi jest zadaniem 
skomplikowanym. W badaniach rozpatrzono sytuację, gdy infor-
macje o stanie dane są w postaci niedokładnych pomiarów. Sfor-
mułowano problem filtracji, wykorzystując podejście stanowiące 
rozszerzenie innej metody [9]. W literaturze znane są rozwiązania, 
odnoszące się do problemu sterowania dla obiektów o złożonych 
strukturach [6, 8].  

Problem filtracji został sformułowany w ujęciu deterministycz-
nym, aby w możliwie nieskomplikowany sposób zaadaptować to 
podejście [3, 4].  

Na rys. 1 przedstawiono przykłady struktur obiektów złożo-
nych, uwzględnionych w rozważaniach.  

 

 
 

Rys. 1.   Schematy struktur obiektów złożonych: a) struktura kaskadowa,  
b) struktura szeregowa 

Fig. 1.  Block schemes of the objects in a complex system: a) cascade  
structure, b) serial structure 

 
W przedstawionych schematach użyto oznaczeń podobiektów: 

PoK oraz PoS  odpowiednio dla struktury kaskadowej oraz szere-
gowej.   

Rozpatrzony został model obiektu o następującej postaci:    
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gdzie: x(t) – wektor stanu, y(t)  - pomiar, A - macierz stanu okre-
ślana następująco:  
 





























NNN

iii

AA

AA

AA

A

A

1,

1,

221

1

0

.

0

00







, 

 
w której elementy przekątne odpowiadają macierzy stanu podo-
biektów, zaś pozostałe – powiązań pomiędzy podobiektami, wi(t), 
pi(t) oznacza odpowiednio zakłócenie systemowe i błąd pomia-
rowy. Dla każdego podobiektu zdefiniowany jest funkcjonał: 
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Macierze Po, W, V są symetryczne i dodatnio określone. W sfor-
mułowaniu stochastycznym problemu filtracji odpowiadałaby one 
kowariancjom.  

Zakładając, że mamy do czynienia z wieloosobowa grą Nasha, 
w której wi oznacza sterowanie i-tego gracza, zaś  Ni wwJ ,...,1  

funkcjonał jakości podobiektu, rozwiązanie optymalne  **
1 ,..., Nww  

jest określone warunkiem równowagi Nasha jako:  
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Stosując powyższe podejście do obiektu, problem filtracji sprowa-
dza się do znalezienia estymaty aktualnego stanu x(t), spełniające-
go warunek (3) względem zmiennych wi. Zatem równanie estyma-
ty jest następujące: 
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gdzie współczynniki wzmocnień Ki dane są wzorami: 
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zaś macierze Pi stanowią rozwiązanie równań Riccatiego: 
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Dla obiektów o strukturze szeregowej i-ty podobiekt może być 
opisany równaniami: 
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W tej sytuacji macierze we wskaźniku jakości (2) przyjmują na-
stępującą postać:  
 

 0,..., 0, , 0,..., 0i iW diag W ,  0,...,0, ,0,...,0oi oiP diag P  

(8) 

 0,...,0, ,0,...,0i iD col D ,  0,..., 0, ,0,..., 0i iC col C . 

 

Oznaczając macierz Pi jako   NlkPi
kl ,...,1,,  oraz podstawia-

jąc z macierzy A jej odpowiednie elementy oraz CDPW o
~

,
~

,, z (6) 

do (4) na podstawie równań filtru Kalmana-Bucy można otrzymać 
równanie filtru generującego estymaty dla całego obiektu: 
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Współczynniki wzmocnień określają wzory: 
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gdzie: i

iiP  stanowi rozwiązanie równania Riccatiego w następują-

cej formie: 
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natomiast 
i

ijP , i > j spełnia równanie dwuliniowe: 
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Łatwo zauważyć, że równania (11), (12) można niezależnie 

rozwiązać zachowując kolejność, w której najpierw rozwiązujemy 
zależność (11), a następnie (12). Projektowanie równań filtru 
w sposób sekwencyjny należy rozpocząć od końcowego podo-
biektu. Algorytm w skróconej formie jest następujący: 

Krok 1: w ostatnim podobiekcie przyjmuje się za znane wymu-
szenia w postaci stanów poprzedniego podobiektu, wynikające 
z powiązań. Estymator Kalmana dla N-tego podobiektu jest okre-
ślony ostatnim równaniem w (9), w którym występuje tylko jedno 
wzmocnienie 

NK ,  zaś 
1Nx 
 zastępuje 

1ˆNx 
. 

Krok 2: rozważamy podobiekt składający się z filtru wyznaczo-
nego wyżej oraz z N-1-szego podobiektu. Konstruujemy filtr dla 
tego układu: 
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Dla takiego układu przyjmuje się następujący wskaźnik jakości: 
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w którym odpowiednie macierze określone są jako: 
 

 0,
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W dalszych krokach dołączamy kolejne podobiekty do otrzyma-

nego zespołu estymatorów stanu, aż do uzyskania  struktury esty-
matorów dla całego obiektu. Na rys. 1 przedstawiono przypadek 
zespołu estymatorów dla trzech podobiektów.  

 
 

 
 
Rys. 1.   Kaskada wzmocnień filtru sekwencyjnego dla trzech podobiektów 
Fig. 1.  Cascading gains of the sequential filter for three sub-object 

 
W zespole estymatorów z rys. 2 można wyróżnić filtry lokalne  

o wzmocnieniach K1, K2, i K3. Ponadto występują pozostałe sprę-
żenia, wiążące sygnały ijxCy jjj  ,ˆ  z poprzedzających 

podobiektów i estymatorów. Wzmocnienia Kij, Ki określa się  
w sposób zdecentralizowany. Otrzymany w ten sposób zespół 
estymatorów nazwano filtrem sekwencyjnym.  

Można ponadto stwierdzić pewne właściwości prezentowanej 
metody:  
-  realizacja filtru sekwencyjnego wymaga znajomości pomiarów  

z poszczególnych podobiektów,  
-  wzmocnienia można wyznaczyć w sposób sekwencyjny,  roz-

wiązując problemy o wymiarowości odpowiadającej podobiek-
tom, 

-  lokalne wzmocnienia są obliczane w oparciu o rozwiązania 
lokalnych równań Riccatiego, a skrośnie na podstawie rozwią-
zań równań dwuliniowych. 
Podobne podejście można stosować do wyznaczania optymal-

nego sterowania. Wówczas, analogicznie jak tutaj, należy przyjąć 
inne wskaźniki jakości dla poszczególnych podobiektów.  

Wskaźnik jakości dla pojedynczego obiektu może być opisany 
funkcjonałem:  
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w którym macierze Q oraz R są dodatnie.  

Sposób wyznaczenia sterowania jest podobny jak dla filtru, 
przy czym należy rozpocząć rozważania od pierwszego podobiek-
tu.  
 
3. Podsumowanie 
 

Zaprezentowane w artykule rozwiązanie, pozwalające wyzna-
czyć w sposób zdecentralizowany wzmocnienia filtru sekwencyj-
nego jest  podejściem o charakterze ogólnym. Wymaga jednak  
rozważań specyficznych struktur złożonych obiektów. 

W niniejszym artykule otrzymano filtr sekwencyjny, składający 
się z lokalnych estymatorów, realizujących estymacje o wzmoc-
nieniach lokalnych (optymalne filtry lokalne) oraz korekty, wyni-
kające z uwzględnienia globalności problemu minimalizacji błędu 
estymacji. Te dodatkowe poprawki estymat, pochodzące od korekt 

wyliczanych z równań dwuliniowych polepszają jakość procesu 
estymacji w stosunku do rozważań lokalnych.  

Należy podkreślić, że prawidłowy tok postępowania polega na 
rozwiązaniu w pierwszej kolejności równań Riccatiego, związa-
nych z podobiektami, a następnie na obliczeniach równań dwuli-
niowych, na podstawie których wylicza się wzmocnienia skrośne. 
Wymiarowość obydwu zagadnień sprowadza się do rozmiaru 
pojedynczych podobiektów. 

W ten sposób  otrzymuje się zdecentralizowaną metodę wyzna-
czania wzmocnień w układzie filtracji obiektów o strukturze 
złożonej. Jest to hierarchiczny sposób rozwiązania zagadnień 
estymacji dla obiektów o dużej wymiarowości.  

Właściwością prezentowanej metody jest to iż, realizacja filtru 
wymaga znajomości pomiarów wektora stanu dla wszystkich 
podobiektów. Można uznać, iż w pewnym sensie idea rozważań 
ma charakter hierarchiczny. Wzmocnienia tego filtru można wy-
znaczyć w sposób sekwencyjny, rozwiązując problemy małej 
wymiarowości.  

Należy zauważyć, że struktura macierzy wzmocnień dla całego 
obiektu jest dolno-trójkątną, pomimo istnienia zerowych elemen-
tów w macierzy stanu A, za wyjątkiem diagonalnych i sąsiednich 
poniżej.   

Sposób syntezy filtru dla układów o parametrach skupionych 
daje się w naturalny sposób rozszerzyć na układy o rozważanej 
strukturze, opisane równaniami cząstkowymi typu transportowe-
go. Zaletą tej metody są dość proste algorytmy obliczeniowe. 

Uniwersalność metody pozwala także na jej zastosowanie dla 
zagadnień optymalnego sterowania [2, 9]. Podobnie jak w niniej-
szym artykule, uzyskuje się strukturę wzmocnień, w której domi-
nują wzmocnienia lokalne i skrośne, wynikające z powiązań po-
dobiektów. Wartości tych wzmocnień wyznacza się z podobnych 
równań, jakie były stosowane w niniejszych badaniach. 
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